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Aufgabe 1
. . . . 4
(i) Bestimmen Sie gg7'(19,43) und die Kettenbruchdarstellung von 3.

(ii) Sei Q eine Grundmenge und A, B C ). Zeigen Sie: (AN B)¢ = A°U B°

iii) Bestimmen Sie den Realteil und die Polardarstellung von w := =, wobei z = 1,

(iii) Besti Sie den Realteil und die Polardarstell 2z, wob e

1v) Betrachten Sie die beiden Permutationen f: A — A, £ — und g : A — A, 7 — g(7) mit
iv) B h Sie die beiden P i A— Ak k d A— A j ) mi

A:={1,2,3,4}

p 1234 12 3 4
‘13 21 4 9714 31 2

Bestimmen Sie f o g und ¢~ .

Losung 1
(i) Euklidischer Algorithmus:

43=2-1945

19=3-5+4
5=1-4+41
4=4-1+0

Also ist ggT'(19,43) = 1.

Kettenbruchdarstellung kann man aus dem euklidischen Algorithmus auch ablesen:

43 1

T _—94y -

19 +3+ 1
1 1
1

(ii) Sei x € Q.

r € (ANB)° <= —(x € ANDB)

<= (e ANz € B)

<= —(x e A)V—(zreB)
< v € A°Vzxe B°
< z € (A°UB°

wobei () mit folgender Wahrheitstafel gezeigt wird:



A|B|AANB|—-(AANB) | -A|-B|-AV-B | (AANB) < -AV-B
w | w w f f f f w
flw f w w f w w
flf f w w w w w
(iii) Wenn z = %, dann sind
z:l\/_; und
1+4)? 1+2i—-1
z2—(\j§;) = +2Z =
Also ist
1—i 1
YT 1+
L L
V2 1+
1 -+
V2 (42
_1.2
V2 2
1
- 5
- ;5 (=i) (inshes. Re(w) = 0)
= \2 L e2™ (Polardarstellung)
fo { 1 2 3 4
T 9) F92) FaB3) o)
:{ 1 2 3 4 }
f@4) f@3) f1) f(2)
:{1 2 3 4}
41 3 2
a1 2 3 4
/ ~{g_1(1) g7'2) 97'(3) g—1<4>}
:{g(l) 9(2) 9(3) 9(4)}
1 2 3 4
43 1 2
:{1 2 3 4}
1 2 3 4
_{3 4 2 1}




Aufgabe 2

(i) Geben Sie die Verkniipfungstafel der Multiplikation fiir Z/3Z an. Welche Losungen haben die
folgenden Gleichungen in Z/37Z7?

a) 2z =1
b) 22 =2
Begriinden Sie Thre Antwort.

(ii) Ist die Menge M = {f € Abb(R,R)| f(z) = — f(—z)Vz € R} Untervektorraum des Vektorraums
der Abbildungen Abb(R,R)?

Geben Sie ein Beispiel fur ein Element g € M an.

(iii) Untersuchen Sie die beiden folgenden Abbildungen fi, f : R? — R? auf Linearitéit. Untersuchen
Sie alle linearen Abbildungen auf Surjektivitdt und Injektivitat.

a) fi(z,y) = 3z + 2y, 4z +y)
b) fa(z,y) = (Tz + 14y — 1,2 + 2y + 5)

Losung 2
(i) Die Multiplikationstabelle fiir Z/37Z lautet

Also konnen wir daraus ablesen, dass
a) 2z =1 <= z =2 (letzte Spalte), und
b) 22 =2 von keinem z € Z/37Z erfiillt wird (Diagonaleintrige).
(ii) Ja: Seien f,g € M, X € R. Dann gilt fiir alle x € R:
(f +9)(x) = f(z) + g(z) (Definition von f + g)
=—f(=z) + (—g(=x)) (weil f,g € M)
= —(f(~2) + ()
=—(f+9g)(—z) (Definition von f + g)
also ist f+ g€ M.
(Af)(xz) =A- f(z) (Definition von \f)
SN~ f(—2)) (weil £ € M)
=—(A- f(=2))
= —(Af)(-=)
also ist auch \f € M.
Eine Abbildung in M ist zum Beispiel f: R — R, f(x) = —=z.
(iii) a) fi ist linear: Seien (z,y), (z/,y’) € R%, A € R. Dann ist
ANz y) + (@, y) = ldz + 2" Ay + )

=B+ +20y+9), 40z +2') + Ay +9)
= (3\x + 32" + 2\y + 2y, 4z + 42’ + Ny + o)



= (3\z + 2y, 4 x + \y) + (32" + 21/, 42" + o)
= (MBz 4 2y), M4z +y)) + (32" + 2y, 42" + /)
= A3z + 2y, 4z +y) + (32" + 2y, 42" +¢/)
= Mi(z,y) + fil@'y).
f1 ist injektiv, weil Kern(f1) = {(0,0)}: f(z,y) = (0,0), falls
3z 42y =0 (1)
dr+y =0 (IT)
- 2 :—=brxr =0 = 2 =0. Setzen wir z =0 in , so folgern wir, dass auch y = 0.

f1 ist auch surjektiv, weil wir zeigen kénnen, dass jedes (z,w) € R? im Bild von f liegt: Sei
(z,w) € R? beliebig. (z,w) € Bild(f), falls

3r+2y==z2 (1)
dr+y=w (IT)
- 2 s =br=2—-2w = x = % Setzen wir dies in , bekommen wir

I7
y=w—4==. Also ist (z,w) = fl(m%v _%)'

(Bemerkung: Surjektivitit folgt auch direkt aus der Dimensionsformel fiir lineare Abbildun-
gen.)

b) fo ist nicht linear, weil f3(0,0) = (—1,5) # (0,0).

Aufgabe 3
(i) Betrachten Sie den Vektorraum der quadratischen Polynome
Py(R) = {P:R — R,az? + bz + ¢|a,b,c € R}.

Betrachten Sie die Polynome P’, P” € P»(R) gegeben durch P’ := 22 und P” := 3z — 1. Ist
B :={P’, P"} eine Basis von P»(R)? Begriinden Sie Ihre Antwort.

(ii) Betrachten Sie die Matrix A € R™*7 definiert durch (A);; := a;; = 1— %, wobei ¢;; die Kronecker-
Delta-Funktion ist, fiir die gilt: §;; = 1, falls ¢« = j, und 0 sonst. Berechnen Sie die folgenden
Ausdriicke:

5
a) >j—a1;az;

7
b) Zj:l a15a52

Berechnen Sie alle a;; und schreiben Sie damit die Matrix A auf.

Losung 3

(i) Nein, B ist keine Basis von P>(R), da sie kein Erzeugendensystem ist: Das Polynom P = 1 lasst
sich nicht als Linearkombination von P’ und P” schreiben, denn

1=z +3pz — p
ist nicht l6sbar (p misste gleichzeitig 0 und —1 sein).

(ii) Seien 2z =1— % = % und y = 1; alle Eintrdge der Matrix A sind entweder x oder y. Genauer:

11111 11
1 311111
1111111
A=|1 11 5 1 11
1111411
1111141
11111114



5
Z a1ja2; = a11a21 + a12022 + 13023 + 414024 + 415025

j=1
= 2y + 312
1
—2.243.1=4
5 +
b) 237-:1 ajjaj = 237:1 aijagj, da d;; = d;; und somit ag; = ajo fur alle j € {1,...,7}. Also
7 5
D aijajp =Y aijag; + aisae + ai7ar
j=1 Jj=1
Yy 14+1=6
Aufgabe 4
(i) Sei A € C™*™ eine Matrix, fiir die gelte: Ik € N: A¥ =0, wobei A¥ = A- A....- A das k-fache
(S ——
k-mal
Matrixprodukt ist. Zeigen Sie, dass die inverse Matrix von (E,, — A) durch E,, + Z;:ll Al gegeben
ist.

(ii) Sei A € R**! mit A := ( L > Bestimmen Sie (A - AT) und (A - AT)~1.

-3
Losung 4
(i) Sei A € C™" und k € N mit A* = 0. Wir zeigen, dass

(B, — A)(E, + kf A =E,.
=1

k—1
(En - A)(En + Z Al)
=1

k-1 k—1
=E.+E, Z Al — AE, - A Z Al (Distributivgesetz)

k—1 k
=E,+) Al—A'->"A
=1 =2

kil k
=E,+Y A=Y A
=1 =1

k—1 k—1
=E,+ Y A=Y A+ AF
=1 =1



